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 ۱۳9۱ آمار

 

 

 2و  ۱ آمار و احتمال

ام برابر با nخانوادگي يك خانواده بعد از نسل فرض كنيد، احتمال از بين رفتن نام .۱
n

ne
−

+

2

2
2

4 خانوادگي در باشد. احتمال بقاي نام 1

 اين خانواده براي هميشه كدام است؟

1 )e
−

1
2 2 )e−2 34 ( صفر) e

−
−

1
21  

 تعداد متولدين در روز در بيمارستان يك شهر كوچك داراي توزيع زير است: .2

 تعداد متولدين 0 ۱ 2 ۳ 4

 احتمال 25/0 45/0 ۱4/0 ۱۱/0 05/0

احتمال تولد نوزاد دختر
1
2
ترين تعداد برراي تولرد در ملحتباشد. اگر بدانيم در همان روز دقيقا دو دختر متولد شده است، ممي 

 يك روز كدام است؟

1 )3 2 )2 3 )1 4 )4 

Xاگر .۳ U( , )0 ، توزيع 1 Y nX= ( كدام است؟ x=  جزء صحيحx) 

1 )Ge( )
1
2

  2 )B(n , )
1
2

  

3) B(n , )−
11
2

   4 ) DU( , ,...,n )−0 1 1 

Aسررره نقتررره ت رررادفي  .4 (X ,Y )= 1 1 ،B ( X , Y )= − −1 Cو  1 (X ,Y )= 2 را در نظرررر بييريرررد كررره در آن  R2از 2

X ,X ,Y ,Y1 2 1 )Nبا توزيع يكسان ل تقسمتغيرهاي ت ادفي م 2 , )0 داخرل دايرره برا قترر  Cهستند. احتمال اينكه نقته  1

AB ،كدام است؟ قرار گيرد 

1 )
2
3

 2 )
1
2

 3 )
1
4

 4 )
3
4

 

gيك متغير ت ادفي با تابع توزيع Xاگر  .5 :[ , ] [ , ],F(x)→0 1 0 )gيك تابع محدب با  1 ) =0 )gو 0 ) =1 باشد، گزينه صرحيح  1

 كدام است؟

1 )
g(x) x

F( ) F(g( ))
2 2

  2) F(x) g(F(x))  

3 )g(F(x)) F(x)  4 )
F(x)

g(F(x)) g( )
+

 −
12 1

2
 

Xفرض كنيد .6 ,X1 )Nيك نمونه ت ادفي از توزيع 2 , )20  باشد. مقدارP((X X ) (X X ) )+ + −  2 2 2
1 2 1 2  كدام است؟ 2

1 )e−2 2 )e e
−

−−

1
12 3 )e e− −−1 2 4 )e

−
1
2 
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 «آمار رایدکت هایلهمه سوا»

Xفرررض كنيررد .7 ,X1 )Nدو متغيررر ت ررادفي مسررتقل بررا تررابع توزيررع يكسرران 2 , )20  باشررند. تررابع توزيررع

 W max X Y , X Y= − wبراي هر + 0، ( كدام است؟ )تابع توزيع نرمال استاندارد است 

1 )
w

( ( ))− 


21 2
2

 2 )
w

( ( ))


22
2

 3 )
w

( )− 


1 2
2

 4 )
w

( )


2
2

 

Xفرض كنيد  .8 E( )  وY E( )  مستقل از هرم باشرند. اگرر ي دفادو متغير ت   V max X,Y min X,Y= − ،

براي هر  0 مقدار ،P(V )  كدام است؟ 

1 )( )e− +  2 )
e e− − + 

 + 
 3 )

e e− − + 

 + 
 4 )

( )e− + 

 + 
 

و طول عمر خودرو يك متغيرر ت رادفي نمرايي برا  تعداد ت ادفات يك خودرو در هر سال داراي توزيع پواسون با ميانيين .9

ميانيين


1
 است. توزيع تعداد كل ت ادفات در طول عمر ماشين كدام است؟ 

1 )P( )



 2) Ge( )



 + 
  3 )Ge( )



 + 
 4 )P( ) 

فرررض كنيررد .۱0 rX ,r 0  يررك دنلالرره از متغيرهرراي ت ررادفي مسررتقل بررا توزيررع يكسرران باشررند. اگررر

 n nM min n ;X X ... X X−=     0 1 P(Mمقدار  11 m)= ست؟ا امدك 

1 )
m!

1
 2 )

m

m!

+1
 3 )

m

(m )!+1
 4 )

(m )!+

1
1

 

nXفرض كنيد  .۱۱ ,...,X1 اي دلخواه با ميانيينيك نمونه ت ادفي از جامعه باشند، مقدار
n

i

i

E(X | X )

=

1
1

 كدام است؟ 

1 )
n

1
  2)s2 3 )X 4 )n 

Xفرض كنيد  .۱2 U( , )0 Yو  1 | X x U(x,x )= Var(Xباشد. مقدار 1+ Y)+ كدام است؟ 

1 )
1

12
 2 )

7
12

 3 )
5

12
 4 )

2
12

 

nXفرررض كنيررد .۱۳ ,X ,...,X1 2 )Nيررك نمونرره ت ررادفي از توزيررع 2 , )0 باشررد. اگررر 1
n

n i

i

D X

=

= 2

1
 ،

n
i

n
ii

X
R

X

−

=

= 2 1

21
 

nو
n

n

R
T

D
 كدام است؟ nT، توزيع حدي=

)( يكنواخت روي فاصله 2  ( كوشي استاندارد1 , )−1 1  

 ( نرمال استاندارد4  ( نمايي با پارامتريك 3

nXفرض كنيد  .۱4 ,...,X1 توزيع ازي فيك نمونه ت ادB( , )
1

20
2

باشد. توزيع حدي 
n

n i

i

Y (X )
n

=

= − 2

1

1
 كدام است؟10

1 )N( , )0 )N( 3 ( نمايي2 1 , )5  -5( تباهيده در 4 1

Xفرررض كنيررد .۱5 ,X ,...1 باشررند. اگررر  Fسرران متاقررا پيوسررته يكع يرراي از متغيرهرراي ت ررادفي مسررتقل بررا توزدنلالرره 2

 ( ) nX min X ,X=1 nو  1 ( )Y n F(X )=  كدام است؟nYباشند، توزيع حدي 1

1 )E( )1 2 )E( )2 3 )( )2
4 4 )N( , )0 1 
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 «پیشرفته 2و  1 آمار و احتمال – 1391 آمار کترایدزمون آ»

nXفرض كنيد  .۱6 ,...,X1 يك نمونه ت ادفي از توزيعي پيوسته و اكيدا صعوديF(x) برا ميرانيين  باشرد. اگرر متغيرهراي

 به صورت زير تعريف شوند،  iYت ادفي 

i
i

i

if X
Y ,i ,...,n

if X

 
= =

 

2
1

1
 

MLE پارامتر كدام است؟ 

1  )Y−1 2 )F ( Y)− −1 2 3 )F (Y )− −1 1 4 )F(Y)−1 
nXفرض كنيد  .۱7 ,...,X1 تمال زير باشد:احع ابيك نمونه ت ادفي از توزيعي با ت 

x

if x
f (x) ,

( ) if x , , ,...


 = −
=   

−   =
2

1
0 1

1 0 1 2
 

 كدام است؟ پارامتر (MLE)نمايي هستند، برآوردگر ماكزيمم درست -۱نسلت اعضايي از نمونه باشد كه مساوي  nrاگر 

1 )nX r+  2 )
n

X

r
  

3 )nX r

n

+

2
  4 )nX r

X

+

+

2
2

 

,فرض كنيد  .۱8 / ,1 1 2 )Nهاي يك نمونه ت ادفي از توزيعيافته 2 , ) باشد، كه در آن 1 , 1  امكرد بررآورد گشرتاوري،  2

 است؟

 ( وجود ندارد.4 2( 3 4/1( 2 1( 1

jفرض كنيد  .۱9 j jX X+ +=  + 1 1 ،j ,...,n= −1 jjكره در آن  1 ,...,n , iid N( , )= − 1 1 0 Xو  1 N( , )
− 

1 2
10

1
اسرت.  

 كدام است؟ آماره بسنده براي

1 )
n n

j j j

j j

( X X , X )
−

+

= =

 
1

2
1

1 1
  2) 

n n

j j j

j j

(X , X X , X )
− −

+

= =

 
1 1

2 2
1 1

1 2
  

3 )
n n

j j j

j j

( X X , X )
− −

+

= =

 
1 1

2
1

1 2
  4 )

n n

j j j

j j

(X , X X , X )
−

+

= =

 
1

2 2
1 1

1 2
 

,فرض كنيد  .20 , , ,2 4 1 3 هاي يك نمونه ت ادفي از توزيع نمايي با ميانيين يافته 8


1
س انريروا باشد. برآورد نااريب برا كمتررين 

F، يعني۳براي تابع توزيع تجمعي در نقته  ( )  ، كدام است؟3

1 ) 
−  
 

551
6

 2 )
3
5

 3 )e
−

−

5
61 4 ) 

 
 

55
6

 

nفرض كنيد  .2۱ nX ,...,X ,X +1 nباشد. اگر وزيع برنولي با پارامترت ازي ادفيك نمونه ت 1 = iو  6

i

x

=

=
7

1
، بهترين برآورد 3

نااريب براي 
n

i n

i

P ( X X ) +

=

 1
1

 كدام است؟ 

1 )
1
4

 2 )1 3)
3
4

  4 )
1
2
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nXفرض كنيد  .22 ,...,X1 يك نمونه ت ادفي از توزيعU( , )0  شوند: ها به شكل زير تعريف ميiZباشد و 1

i
i

i

X w.p.
Z ,

X w.p.( )


=   

− −
0 1

1
 

 كدام است؟ پارامتر UMVUثلت باشد، برآوردگر م ايهiZنمايانير تعداد Pاگر 

1 )z 2 )
P P

z ( )x
n n

+ −1 3 )z x 4 )
P

n
 

nXفرض كنيد .2۳ ,...,X1  عزياز تويك نمونه ت ادفيN( , ) باشد، اگر 1
n

i

i

X X
n

=

= 2 2

1

1
E(X، مقدار | X)2 كدام است؟ 

1 )2 2 )
n

X
n

−
+2 1

 3 )+ 21 4 )X2 

 مال زير باشدحتا بعااي تدار Xفرض كنيد   .24

,   
1

0
4

 
2 1 0 x 
− 1 4 3  f (x) 

 است؟ UMVUوردگر برآ يك از توابع پارامتري زير دارايكدام

1 ) 2 )( )−  21 3 )( ) −1 4 )2 

پارامتر  UMVUبرآوردگر باشد.  داراي توزيع پواسون با ميانيين Xفرض كنيد  .25
e−−



1
 ؟كدام است 

1 )
X+

1
1

 2 )xXe− 3 )
X

X

+1
 4 )

X

X+1
 

 

 

 

 

 

 
 

 



 

 2و  ۱احتمال آمار و نامه پاسخ

 ن ادبيومت

 

 

 (4گزينه  .۱

  از بين رفتن احتمال 

n

ne
−

+ 

2

2
2

4 1  احتمال بقا

n

ne

−

+− 

2

2
2

4 11 

e  راي هميشهب n
−

−  →

1
21  

 (۱زينه گ .2

 
P(birth ,birthgirl )

P(G) P(birth | birthgirl )
P(birthgirl )

1 2
2 17

2 2
=

= = = −
=

 

birthحتمال صفرا birthو احتمال صفر    1= = 0 

P(birthgirl |birth )P(birth )
birth

P(birthgirl )

= = =
= 

=

2 2 2
2

2
  

/
/

/ / /
/ / /

 +

= =
+ +   

 + +   
   

1 0 14 0 0 144
3 3 0 14 0 165 0 0 751 1 10 14 0 11 0 0 5

4 8 2 16 2 

  ارد.تولد بيشترين احتمال وجود د 3ر حالت د
/

birth
/ / /

=  
+ +

0 1653
0 14 0 165 0 0 75

 

/
birth

/ / /
= 

+ +

0 0 754
0 14 0 165 0 0 75

 

 (4زينه گ .۳

 

y

n
y

n

P(Y y) P([nX] y) P(y nX y ) | dx
n

+

= = = =   + = = −

1
11 18

 
 (2زينه گ .4

 رو را داشته باشيم:   شرط روبه بايد براي اينكه داخل باشد 

                        x y x y+  +2 2 2 2
1 1 2  )فيثاغورث(   2

 

x y
P(x y x y ) P P(F )( )

x y

+
 +  + = =  

+

2 2
2 2 2 1 1
1 1 2 2 2 2

2 2
1 1 

 

x y
F( , )

x y

+


+

2 2
1 1
2 2
2 2

2 2din 
( )

( )

x y x

x y x

+

+

2 2 2
1 1 2

2 2 2
2 2 2

 

 

 است. 5/0ها يكسان باشد و نسبت نقطه يك احتمال فوق را محاسبه كنيم اين احتمال اگر درجه آزادي كته:ن

 (۳زينه گ .5

 g(F(x)z ( F(x))w) F(x)g(z) ( F(x))g(w)+ −  + −1 1 

if z and w F(x) g(F(x)) F(x)= =   1 0 
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 (4زينه گ .6

 X ,X N( , ) X X X X (X X ) (X X )  + ⊥ −  + ⊥ −2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 

cov(X  دهد.يجه ميتر نرمال استقلال را ند X ,X X ) var(X ) var(X )+ − = − = − = 2 2
1 2 1 2 1 2 0 

f(X X ) (X X )
f E( ) f (x) e

−+ −
 = + =

 

12 2
1 2 1 2 2

2 2
12
22 2

 

f
P(f ) e df e

− −
  = =

1 1
2 2

1

11
2

 

 (۱زينه گ .7

  P(W w) P(max X Y , X Y w) = − +  

?

P( X Y w , X Y w) P( X Y w)P( X Y w)= −  +  = −  +  
P( w X Y w)P( w X Y w)= −  −  −  +                                 

w w w w
P( Z )P( Z )

− − −
=    

   2 2 2 2
 

w w
P(| Z | ) ( P(| Z | )=  = − 

 

2 21
2 2

 

        
w

( P(Z ))= − 


21 2
2

 

   يا
w

( ( ))−  −


21 2
2

   

 (2زينه گ .8

   max (X,Y) min(X,Y) X Y− = − 

P(V v) P( X Y v) = −  = 
v y x y

max( ,y v)
V X Y P(V v) P( X Y v) P( v X Y v) e e dxdy

 + − −

−
= −  = −  = −  −  =   0 0

 

v v y v y v (v y) y (y v) (v y) y

v y v v
( e ) e dy (e e ) e dy

+  + − + − − − − + −

−
+ = −  + −      0 0 0

1 

v v v
v ( )v v ( )ve e e

e ( e ) (e e (e )
− − −

 − + −  − +   + 
= − − − + − = −

 +   +   + 
1 1 1 

 (۱زينه گ .9

 كند:تعداد كل تصادفات در طول عمر ماشين از رابطة زير پيروي مي 

 
 د. بنابراين:نباش در سال تعداد تصادفات و   طول عمر خودرو كه در آن 

 
پواسون باا پاارامتر  ،طول عمر خودرو تعداد تصادفات در دارند، بنابراين توزيع از طرفي توزيع پواسون و نمايي با يكديگر ارتباط نزديك

 باشد.مي 

 



 

13 

 «یشرفتهپ 2و  1 حتمالاآمار و نامه اسخپ –1391 دکترای آمارآزمون »

 (۳زينه گ .۱0

mگزينيم و الي يكي از دو حالت را بر ميدومين ي برا ،براي حالت اول يك انتخاب داريم  امين كافي است از يكاي از  mبراي و  1−

 تر باشد.ا بزرگمابقي آنه

 
m m

. .... . ( )
m m (m )!

=
+ +

1 1 1
1 2 1 1

 

 (۳زينه گ .۱۱

 نرمال است.  جامعهكنيم نمونه از  فرض در حالت خاص 

لكول ا ب وتوجه به قضيه رائپس با ،باشدمي نااريب از يك برآوردگر  X1باشد و در اين نمونه آماره كامل مي iXه دليل اينكهب

 . (UMVUE)باشد مي Xن شفه جواب ا لهم

 (۳زينه گ .۱2

 Var(X Y) Var(X) var(Y) cov(X Y)+ = + + +2 

Var(E(Y | X)) E(Var(Y | X)) (E(XY) E(X)E(Y))+ + + −
1 2

12
 

Var(X ) E( ) (E(E(XY | X)) E(X)E(E(Y | X)))− + + + + −
1 1 1 2

12 12 12
 

(E(x(x ))) E(X)E(X ))− + + + + − +
1 1 1 1 12

12 12 12 2 2
 

( )= + − =
3 7 1 52

12 12 12 12
 

 (۱ه زينگ .۱۳

 

n

n

nn

R

R n
DD

n

= 

Dn

Pn

R
cauchy( , )

n
cauchy( , )

D

n

⎯⎯→



⎯⎯→

0 1
0 1

1
 

 (4گزينه  .۱4

 i iE(var) E(X ) var(X ) n
n n n

= − = =   = 21 1 110 5 5 

 شد. بامي 5يده در اهتوزيع آن تب ،ا توجه به همگرايي در احتمالب

 (۱زينه گ .۱5

  ( )F
F(X ) B( ,n)⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ودن 1 صعودي ب ه  وجه ب ا ت ب

 →F(x)يكنواخت 1

n
n ( ) ( )

y y
P(Y y) P(nF(X ) y) P(F(X ) ) ( )

n n

−
 =  =  = −1 1

11 

 وزيع نمايي ت
n y y

n

y
( ) e e

nLn
− −

→

− =  − 1 1 
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 «آمار رایدکت هایلهمه سوا»

 (2زينه گ .۱6

P با برنولي زيعتو  F( )= − 1 i
i i

i

X
Z Y

X

 
= − = 

 

1
1

0
 

)Fˆ  برابر است با ميانگين مشاهدات Pپارامتر  MLEبرنولي يع در توز )− 1 ˆ ˆ ˆP Z Y P F( )
−

 = = − 
11 

ˆ ˆF( ) Y F ( Y)− −  = − = −11 1 2 

 (4زينه گ .۱7

 i i ic(x ) x u(x )
if (x ) (( ) )

1 21+
 = −  

ه ك
x

c(x)
x

=
= 



1 0
0 0

و  
x

u(x)
x


= 



1 0
0 0

i :در اين مسئله داريم  i i i ix x u(x ) x c(x )= + +1 

i i ix u(x ) c(x )= − +1 

i iu(x ) c(x )= + +1 1 

i i i ic(x ) u(x ) x u(x )
L( ) ( ) .

+
 =  −   1 21 

i i i iln( ) ln( ) c(x ) ln( ) u(x ) ln( ) x u(x ) =  + + − +   1 2 1 

i i i iln( )( (c(x ) x u(x )) ln( ) u(x )=  + + + − 1 2 1 

i i iln ( ( c(x ) x ) ln( ) ( c(x ))=  + + + − − + 2 1 2 1 1 1 

ic(x )(ln( ) ln( ) ln( )nX nln( )= +  − − +  + −2 1 1 2 1 

i
ln( ) nX n

c(x )( )
 

= + + + − =
  −   − 


1 1 22 1 0

1 1
 

ic(x )
( )

+
 −

1
2 1

1
n nX( )

( )

− −
=

 −


2 1
1

 

ic(x ) n nX nX n (X ) nX+ = − +  =  + −2 1 2 2 

n
i

r Xˆc(x ) nX n (X )
X

+
+ + =  +  =

+


2
2 1 2

2
 

 (4زينه گ .۱8

 
 (۳زينه گ .۱9

 
j j

n n
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j

j j

f ( ) f ( ) e ( ) e
n n

− − −  − 

= =

 =  = = 
2 21 11 1

2 2
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j j
( )X

(X X )

Xf (X ).f ( ) e e
n

n

+
−

− −  −
  =

−

2
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1

1

1 1
2 21

2

1 1
1 22
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j j j j
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e .e

+
+
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 ذهناقضيه 
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 «یشرفتهپ 2و  1 حتمالاآمار و نامه اسخپ –1391 دکترای آمارآزمون »

 (۱زينه گ .20

iXمل كا هآمارايي مدر توزيع ن  →   i
i

X
P(X X ) P P Z

X

1
1

3 13
18 6

   
  =  =      




 S-L-B-R و وقضيه باس 

5 51 51 1 1
6 6

   
= − − = −   

   
 

Z Beta( , )1 5 
 (2زينه گ .2۱

 i

i

X

=


7

1
كامل  آمار بسنده 

n

i n i

i i

UMVUE P( X X X )+

= =

  =  
7

1
1 1

3 

i n i n i

i

P( X X X ) P( X X )+ +

=

=  = =  =  
7

1 1
1

2 3 3 2 3 

n iP(X X ) HG( , , )+=  =1
3 3 7 1 3
2

 

n i n iP(X X ) P(X X )+ += = = + = = = 1 10 3 1 3 1 

 (4زينه گ .22
حاال  اسات. Pپاارامتر  n ،UMVUEgباشد آنگاه در يك نمونه تصادفي باه انادازه  Pتر رنولي با پارامع بداراي توزي gكنيم فرض  

 :كنيمرو را تعريف ميمتغير روبه

 i
i i i

i

Z
P u(Z ) P P

Z


= =  =




1 0
0 0

 

i i

UMVUE

P n P PˆP (Z). ( ) P
n

−



 −    = = 

ست  ي ا ول رن ع ب وزي يه ت ب ش

1 

 (2زينه گ .2۳

  
n

E(X | X) E(X X X | X) E( S X | X)
n

−
= − + = +2 2 2 2 2 21

 

n n
E( S | X) E(X | X) X

n n

− −
+ = +2 21 1

 

  وضيه باسق
n

E(S )
n

− 21
 

 (۱زينه گ .24
E(g(x)) :گرديمصفر مي برآوردگردنبال   g( ) g( ) ( )g( )= +  + −  =0 3 1 1 4 2 0 

 
a x

g( ) g( ) g( ) g(x) a x

x

− =


 = = −  = =
 =

3 0
2 0 0 3 1 1

0 3
 

UMVUفرض كنيم  u(x)•  (ها شف همن)ل 1-6نظر باشد آنگاه طبق قضيه  موردپارامتر E(u(x)g(x)) =0 

u( )a a u( ) u( ) , ( )( )− +  + −  =3 0 3 1 2 2 1 4 0 

d x

u( ) u( ) u(x) a x

c x

=


 =  = =
 =

0
0 1 1

2
 

cاگر است.  UMVUس برآوردگر پ dو  0= =
1
4

E(u(x)) :يدآدست ميجواب به باشد،  (d c) c=  − +4 
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