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 پیشگفتار

های تحصیلی از دیرباز مشغول به فعالیت در تمامی مقاطع و رشته   ،عالیدانشگاه آزاد اسلامی با سابقه درخشان و طولانی در امر آموزش  

 های آموزشی این دانشگاه در مقاطع تحصیلی کارشناسی و کارشناسی ارشد مورد توجه بوده ورشته آمار به عنوان یکی از رشتهبوده است.  

ساله در ها به صورت منظم همه شجو کرده است. این آزمون به بعد با برگزاری آزمون ورودی شروع به جذب دان  79در مقطع دکتری از سال  

توانند با شرکت در این آزمون و پس از مند به این رشته می کارشناسی ارشد علاقه التحصیلان  و فارغ گردد. دانشجویان  ماه برگزار می بهمن 

 مشغول به تحصیل شوند. آزمون و مصاحبه  در قبولی  نمره کسب

شود. صورت مجزا طراحی می، احتمال پیشرفته، زبان تخصصی و آنالیز ریاضی سوالاتی به2و    1تنباط آماری  در این آزمون از دروس اس

گردند. آزمون دروس آنالیز ریاضی و احتمال پیشرفته صبح و آزمون دروس استنباط آماری و زبان تخصصی بعدازظهر همان روز برگزار می 

 اند. ارشده و تعداد سوالات در جدول زیر به صورت خلاصه آورده شده های برگززمان )برحسب دقیقه( آزمون در مدت 

 زبان  استنباط آماری  احتمال پیشرفته  آنالیز ریاضی  سال 

 زمان  زمان  تعداد  زمان  تعداد  زمان  تعداد 

79 6 120 6 90 8 120 45 

80 5 100 5 100 6 120 45 

81 4 120 5 120 4 120 50 

82 7 120 7 120 6 120 60 

83 8 120 7 120 6 120 30 

84 5 120 6 120 4 90 60 

85 3 90 3 90 3 120 70 

86 5 120 5 120 4 120 60 

87 4 120 6 120 3 120 120 

88 4 120 5 120 3 120 120 

نشان  ثابت  نتایج حاصل  تقریبا  زمان  امتحان  120دهنده مدت  در  تعدهای سال دقیقه  اسلامی و کاهش  آزاد  دانشگاه  اخیر  اد سوالات، های 

 باشد. های ابتدایی می نسبت به سال 

به  آنها تهیه و در اختیار  منظور جمع این کتاب  پاسخ  با  آمار، همراه  اسلامی در رشته  آزاد  آوری مجموعه سوالات آزمون دکتری دانشگاه 

توان آنها را پاسخ  ی مختلف می هاروش حل خاص نیست، بلکه بهمندان به این رشته قرار گرفته است. برخی از سوالات دارای یک راه علاقه 

گویی، ایرادات تایپی های پاسخ به سوالات آورده شود. از جمله مشکلات در مسیر پاسخ داد. در این مجموعه سعی شده است که همه راه 

 است.   احتمالی در بعضی سوالات بوده است که درصورت وجود در ابتدای پاسخگویی به آن اشاره و صورت صحیح آن ذکر شده

به  این کتاب  در  می مجموعه سوالات گردآوری شده  امتحان رعایت  این  برگزاری  در  ترتیبی است که  همانند  با  صورت سالانه و  تا  شود 

بهبهره  کتاب  این  پیوسته  مطالعه  با  بگیرید.  قرار  برگزاری  زمان  به  نزدیک  فضایی  در  بتوانید  کتاب  این  از  و   گیری  امتحان  برگزاری  نحوه 

طور حتم این مجموعه خالی به   توانید بیشتر آشنا شوید.شده می طراحیموجود در نوع سوالات، منابع امتحانی و چگونگی سوالات   روندهای

 سازی هرچه بیشتر آن یاری نمایند. م با ارسال نقطه نظرات خود ما را در بهینه یاز اشکال نیست، بنابراین از خوانندگان گرامی خواهشمند 

 اند کمال تشکر را داشته باشم.  ست از تمامی دوستانی که در تهیه این مجموعه ما را یاری و راهنمایی کرده در اینجا لازم ا

 به امید آنکه این مجموعه بتواند در پیشرفت شما نقشی داشته باشد. 

زاده احد ملک
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 هست که:  nک و تنها یک عدد صحیح مانند ، یaهر عدد حقیقی  به ازایثابت کنید  .1

( ) ( )n n a n n+   + + +
33 1 1 

 پاسخ 

nکنیم  تعریف می  aبرای هر عدد  صحیح و نامنفی  a =
 
3. 

aحال اگر    n n )باشد آنگاه   3+ ) ( )n n a n n n n+   + +  + + +
3 33 1 1  خواهد بود.  1

aحالت دوم، زمانی است   n n ). در این حالت  3+ ) ( )n n n a− + −  
3 31 nو با قراردادن   1 m−  داریم:  1=

 ( ) ( )m m a m m+   + + +
33 1 1 

 شود. و حکم ثابت می

fو دارای مشتق  (a,b)تابعی است حقیقی بر بازه باز    fفرض کنید   .2   لاوه فرض کنید تابععباشد، بهf     بر(a,b)   کراندار 

توان به تابعی پیوسته بر بازه بسته  را می fباشد. ثابت کنید تابع  a,b  .توسیع داد 

 پاسخ  

)برای هر    باشدمشتق دارد، بنابراین در این بازه پیوسته نیز می   (a,b)بر بازه    fاینکه تابع    به دلیل )x a,b    داریم( )f x m 

)یعنی  )
x a

lim f x
+→

)و   )
x b

f x
−→

 نویسیم می  fنیز وجود دارد. با درنظر گرفتن این مطالب و به منظور توسیع دادن   

 ( )

( )

( )

( )
x a

x b

f x a x b

f x limf x x a

x b
limf x



+→

−→




 


= =
 =




 

 بازه   که تابعی پیوسته بر a,b باشد. می 

) ثابت کنید تابع حقیقی .3 )
x

h
f x

x

 
= + 
 
1 

hهر   به ازای    بر بازه ( ),1  هر   به ازایصعودی است وh    بر بازه( ),1  .نزولی است 

 پاسخ 

 کنیم.گرفتن از طرفین ضابطه تعریف می lnتابعی یک به یک است. بنابراین با   lnتابع  

 ( ) ( )
h

g x lnf x x ln
x

 
= = + 

 
1 

 آید.می  دستبه زیر   به فرمای ضابطه g(x)و با مشتق گرفتن از تابع 

 آنالیز ریاضی 
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 ( )
h h h x

g x ln ln
x x h x x h

     
 = + − = + − −     

+ +     
1 1 1 

h   هر  یبه ازا      تابع( )g x    تابعی نزولی ازx  زیرا    ،باشدمی( )
h

g x
x h h x x

 
 = = − 

+ + 

1 همیشه منفی است. بنابراین    1

hهر   ازایکمترین مقدار را به     پذیرد که  ثابت، زمانی میx→  .میل کند 

 ( )
x

xx

h h
limg x lim ln lim

x h x→
→→

 
 = + − = 

+ 
1 

hیعنی برای      ثابت، تابع( )g x  پذیرد و این بدین معناست که تابع اولیه صعودی است. همیشه مقدار مثبت می 

اگر   hب(      تابع نیز  )زیرا    ،تابعی صعودی است  f(x)باشد  )
h h

g x ln
x x h

 
 = + − 

+ 
x  ازایبه    1 h مثبت   − همیشه 

 است. 

بر بازه   αتابع  .4 ,4 شود.چنین تعریف می 

 ( )
 

xx
α x

xx

  
= 

 −

2 2

2 42
 

([x]  تابع جزء صحیحx  ثابت کنید )استx dx
4  محاسبه کنید.   را آنموجود است و مقدار  2

 پاسخ 

)تابع  )f x x= ]در تمام بازه   2 , ]0 ]باشد، حال بازه پیوسته می   4 , ]0 را به دو بازه   4 ]و    2,( , ]2 )کنیم تفکیک می  4 )α x    نیز در

 ها تابعی صعودی است. بنابراین با تفکیک انتگرال به سه انتگرال مجزا به صورت زیر:  این بازه 

 x dx x dx x dα x dα= + +   
4 2 3 42 3 2 3

2 3
2 

 :ها و جمع مقادیر حاصله داریمیعنی انتگرال کل وجود دارد. با محاسبه انتگرال  ،باشندهرسه انتگرال موجود و قابل محاسبه می

 x dx x= +  +  =
24 2 42

1 9 1 16 33
4

 

کنیم   .5 مشتق  fفرض  و  حقیقی  باز  تابعی  بازه  بر  )یک    ازای  بهبوده،    (a,b)پذیر  )c a,b  باشیم )  داشته  )f c = 

( )f c ,    به علاوه برای هر( )f x ,x c  . 

ثابت کنید 
 ( )

b

a

dx

f x .موجود نیست 

 پاسخ 

)بنا به فرض سوال   )f c )و    = )f c     بنابه این فرضیات دو حالت برای( )f c   توان فرض  آید. در حالت اول می پیش می

)  کرد )f c x = .  زدیکبنابراین در سمت چپ ن  c  ,  تابع  f    مقادیر منفی و در سمت راست نزدیکf,c  پذیرد. مقادیر مثبت می

مثبت و  (c,b)در بازه   fشود. این بدان معناست که تابع مقدار آن صفر نمی  cپیوسته و در جای دیگر غیر از  fحال بنا به فرض تابع 

حال تابع  .باشدمقدار آن منفی می   (a,c)در بازه 
f

 پیوسته است و    cرا در نظر بگیرید. این تابع در همه جا به جزء  1

 
x c x c

lim lim
f f
+ −→ →

= + = −
1 1 
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تابع   بنابراین 
f

نزدیک آن بی   Cدر    1 نشده و در  تابع    ،کران است تعریف  یعنی 
f

بازه    1 انتگرال روی  باشد. در  می ن   (a,b)دارای 

)توان فرض کرد حالت دوم می  )α f c=  ولی بنا به تعریف تابع   ،شوندذکر عکس میال، در این حالت مطالب فوق
f

، دوباره  1

شود، یعنی تابع  پیوسته می  c به جزاین تابع در تمام بازه 
f

 باشند. نمی  (a,b)تگرال روی بازه دارای ان  1

دنباله توابع  .6   n ng , f  برR شود.چنین تعریف می 

( ) ( ) ( )n ng x x f x= )و       1− )
n

n n

x
f x

x
=

+ 21
 

ثابت کنید دنباله توابع   nf    بر( ),1   ولی دنباله توابع    ،نیست   همگرای یکنواخت ng    بر( ),1    همگرای یکنواخت

 است. 

 پاسخ 

 در نظر بگیرید.   1از یک و همگرا به نقطه  تربزرگهای را تمامی دنباله  Lمجموعه 

  n n n n
n

L x x & Limx
→

=   =1 1
 

آنگاه برای دنباله   ng

 
داریم: Lعضو 

  
( ) ( )n n n

n n
lim f g lim f
→ →

= =
1

1
2  

x  برای هر nf  تابع که حالیدر  1 مانی که زn  یعنی:  ،پذیرد کند مقداری برابر صفر می میل می  نهایتبی به 

( )
n

n nn n

x
lim f x lim x

x→ →
= = 

+ 2
0 1

1
 

)بنابراین   )nf x  .همگرای یکنواخت نیست 

)برای تابع   ) ( ) ( )n ng x x f x=  نیز 1−

( ) ( ) ( )
( ) n

n n nn n n

x x
lim g x lim x f x lim for x

x→ → →

−
= − = = 

+ 2

1
1 0 1

1
 

حال اگر دنباله   nz عضوL آنگاه  ،باشد 

( ) ( ) ( )n n n n n
n n
lim g z lim z f z
→ →

= − =1 0 

 

 



 

 
)فرض کنید  .7 )n

n
lim p A
→+

)و   1= )n
n
lim p B p
→+

 ابت کنید: ث =

 ( )n n
n
lim p A B p
→+

 = 

 پاسخ 

nبرای هر   N   داریم کهn n nA B B بنابراین:   

( ) ( )n n np A B p B 
n هر  و براساس نامساوی بونفروی برای N 

 ( ) ( ) ( )n n n np A B p A p B + −1 
 : بنابراین

 ( ) ( ) ( ) ( )n n n n np A p B p A B p B+ −  1 
 شود میل دهیم نتیجه به فرم زیر می   نهایتبی را به سمت  nحال اگر 

 ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n
n n n n
lim p A lim p B lim p A B lim p B
→ → → →

+ −  1 

  :یعنی

 ( )n n
n

p lim p A B p
→

  

 بنا به قضیه فشردگی داریم 

 ( )n n
n
lim p A B p
→

= 

 و متغیر تصادفی نیز یک متغیر تصادفی است.متغیر تصادفی را تعریف کنید و ثابت کنید مجموع د .8

 پاسخ 

)اگر   )Ω,F,P  فضای اندازه باشد و تابعf :Ω R→ پذیر، آنگاه  اندازهf گویند. را یک متغیر تصادفی می 

)اشیم داشته ب Bاین است که برای هر عضو فضای بورل همانند   fپذیر بودن منظور از اندازه  )f B F− 1 . 

cباشد کافی است ثابت کنیم که برای هر  یر تصادفی می یک متغ fب( برای اثبات اینکه تابعی همانند   Q  )مجموعه اعداد گویا( 

 ( ) w, f w c F  
)دو متغیر تصادفی روی فضای   gو  fکنیم حال فرض می  )Ω,F,P   باشند آنگاه برای هرc Q  داریم 

 ( ) ( )  ( )  ( ) ( )
d Q

w :f w g w c w :f w d w :g w c d F


+  =    −  

 د. نگیرقرار می Fدرون  نیز اشتراک دو مجموعه سمت چپبنابراین    ،هر دو متغیرند gو  fاینکه   به دلیل

Eفرض کنید  .9 X   و ثابت کنید( )
x
lim xp X x
→+

 =  

 پاسخ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x
x x x

xP X x xf t dt x f t dt t f t dt E X
  

 =      

 

 باشد حد وجود دارد، داریم: اینکه آخرین انتگرال کراندار می  به دلیل ،دهیممیل می  نهایتبی را به  xحال 

 احتمال پیشرفته 



 

 9 احتمال پیشرفته  

 ( ) ( )x
xx x

lim xP X x lim t f t dt


→ →
   = 

)  شود که  با توجه به قضیه فشردگی نتیجه می  )
x
lim xp X x
→

 = 

nنید فرض ک .10
E X   ازایو ثابت کنید به m n 1   نیزm

E X  . 

 پاسخ 

p,qبرای هر   1   زمانی که در شرط
p q
+ =

1 1
 ود: شکلی زیر تعریف می  به فرمشوارتز  -کنند نامساوی کوشیصدق می 1

 ( ) ( )p qp qE XY E X E Y

1 1

 

mnحال اگر در نامساوی کوشی قرار دهیم  n
q ,p ,X z ,Y

n m m
= = = =

−
 داریم  1

 ( ) ( )
m

m n nE Z E Z 

nEاینکه   به دلیل z متعاقبا    ،متناهی استmE z  شود.  نیز متناهی می 

nXفرض کنید  .11 ,...,X ,X2 باشند و   هم توزیعمتغیرهای تصادفی مستقل و  1
n

n i

i

S X
=

=
1

 مطلوب است  

 ( )n mE S S 

n  هایحالتبرای  m , n m , n m =   .بحث کنید 

 پاسخ 

)کنیم فرض می  )E X μ=1  آنگاه برای حالت ،n=m  

 ( ) ( )
n

n m n n n i

i

E S S E S S S X
=

= = =
1

 

nدر حالت  m  نویسیم می
n

n m i

i m

S S X
= +

= + 
1

 مستقل از  mSکه جمله  
n

i

i m

X
= +


1

 باشد. نیز می  

 : بنابراین

 
( ) ( )

( )

n n

n m m i m m m i m

i m i m

m

E S S E S X S E S S E X S

S n m μ

= + = +

   
= + = +   

   

= + −

 
1 1 

   n>mاگر 

 ( )

( ) ( )

( )

S mn
Xi

i n
S S tn m

Sm

f S f t s

f S
f t

= +
=

−


= 1 

 : بنابراین

 ( ) ( )n m S S tn m

n
E S S t s.f s ds t

m
=

= = = 

 توان نوشت: یرها می هم توزیعی متغراه حل دوم( با استفاده از 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

m m m m

m m m

m m i m i m m

i i i

m

E X S E X S ...... E X S

t E S S t E X S t E X S t E X S t

mE X S t

= = =

= = =

 
= = = = = = = = 

 

= =

  

1 2

1
1 1 1

1

 

 شود که  که از این متساوی آخر نتیجه می 

 ( )m

t
E X S t

m
= =1 

 باشد، آنگاه   n<mحال اگر 

 ( ) ( ) ( )
n n

n m i m m

i i

t
E S S E X S t E X S t n

m= =

= = = = =  1
1 1

 

X,....ید فرض کن .12 ,X2 )با توزیع یکنواخت بر   هم توزیعای مستقل و دنباله 1 باشند و  1,( a
n nE n X= 1 . 

 بحث کنید.  αبار رخ دهند، روی مقادیر مختلف  نهایتبیها nEمطلوب است احتمال آنکه   .13

 پاسخ 

nEزیرا   ،ها از یکدیگر مستقلندnXسخگویی به سوال باید احتمال  پابرای  .ها مستقلندnE آورد.   به دستها را 

 ( ) ( )α
n n n α α

P E P n X P X
n n

 
=  =  = − 

 

1 1
1 1 

αاگر    آنگاه برای هر  ،باشدn ،  ( )nP E   :یعنی ،=

 ( )nP E i.o. = 

α در حالتی که   1   در نظر گرفته شده باشد 
α

n n



=

 
− =  

 


1

1
 کنتالی   -بنابراین بنا به لم بورل ،شود می 1

( )nP E i.o. = 

α تی که  در حال 1    باشد، نامساوی
α αn n
 − 

1 1
باشد. یعنی  برقرار می   1

α
n n



=

 
− 

 


1

1
در این حالت    1

 بورل کنتالی دوباره داریم:گیری از لم شود. بنابراین با بهرهمی  نهایتبی نیز 

 ( )nP E i.o. =1 
 توان نوشت میو در حالت کلی 

αبرای            ( )nP E i.o. =1 

αو برای       ( )nP E i.o. =  

 

 



 

 
nXفرض کنید  .14 ,...,X1  نمونهn   تایی از توزیع یکنواخت بر( )و   باشد  1,( )  nX min X ,....,X=  و  11

( )  nn
X man X ,...,X= )مطلوب است محاسبه   1 )nE X X1. 

 پاسخ 

می اول(  حل  هرگاه  راه  که  )دانیم  )iX a,b    آنگاه( )iX a
,

b a

−

−
هرگاه    1 طرفی  از  )است.  )iX ,θ  ه آنگا

( )
( )

n
X

Beta n,
θ

)و   1 )
( )

X
Beta ,n

θ

1
)و    1 )n

X    برایθ    تمرین این  در  است.  کامل  بسنده  آمار  )یک  )iX ,01 

 : بنابراین

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

n n

n
X Beta n, E X

n

X Beta ,n E X
n

 =
+

 =
+

1 1

1
1

1
1

1

 

)در نتیجه   )

( )n

X

X

)بستگی ندارد، یعنی یک آماره کمکی است. از طرفی  θدارای توزیعی است که به  1 )n
X    .آمار بسنده کامل است

)پس با استفاده از قضیه باسو،   )

( )n

X

X

)و  1 )n
X .راین: بناب از هم مستقلند 

( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( )

( )

n n n n n

n n

n

n n

n

X X
E X X E X X E X .E X X

X X

X X
E .X .X

X n n

   
   =  =
   
   

 
  = =
 
 

1 1
1 1

1 1
 

)نحوه محاسبه   )

( )n

X
E

X

 
 
 
 

 کنیم.زیر عمل می به صورت، بدین منظور  1

( )( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )( )n n

n n

X X
E X E X E .E X

X X

   
   = =
   
   

1 1
1 

 در نتیجه: 

( )

( )

( )( )
( )( )n n

E XX In I
E

nX nE X
n I

 
+   = = =

 
 

+ 

11

1

 

دوم(   حل  می راه  قبلی  اطلاعات  به  توجه  چگالیبا  و  ترتیبی  آماره  چگالی  تابع  که  آماره   دانیم  زیر  توام  به صورت  ترتیبی  های 

 باشند. می

 استنباط آماری 
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( )
( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

n ii

X x xi

i j i n jx.y

X .X ji

n!
F x F x F f

i ! n i !

n!
F F x F y F x F y f x f y

i ! j i n j !

−−

− − − −

= −
− −

= − −
− − − −

1

1 1

1
1

1
1 1

 

   :باشند، بنابراینها دارای توزیع یکنواخت صفر و یک می iXدر این مثال  

( )

( )

f x x

F x x x

=  

=  

1 1

1
 

)لب بیان شده تابع چگالی ا با توجه به مط )n
X   و توام( )n

X   و( )X  باشد. زیر می به صورت 1

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
X n

nX,Y

X ,X n

F x n x x

F n n y x x y

−

−

=  

= − −   

1

2

1

1

1 1
 

xاگر از تعریف تابع چگالی شرطی استفاده کنیم برای   y  1 توان نوشت می 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )( )
nn

x x n

nx x n x n

f x, y n n y x n x
f x y

f y y yny

−−

−

− −  −
= = = − 

 

22
1

1
1

1 1
1 

)تصادفی   رمتغیحال امید ریاضی شرطی  )X  شود. به صورت زیر محاسبه می  1

( ) ( )( )
n

y

n

n x
E X X y x dx

y y

−
 −

= = − 
 


2

1

1
1 

 با استفاده از روش انتگرال جزء به جزء داریم 
n n n ny y y

yx x x y x y
x dx x

y y y n y n

− − −
       

= − − + − = − − − − =       
       


1 1 1

1 1 1 1 

  :یعنی

( ) ( )( ) ( )n

n

X
E X X

n
=1 

و    bمهره سفید،    aفرض کنید ظرفی شامل   .15 قرمز    cمهره سیاه  این ظرف    ، باشد مهره  با    nاز  خارج    گذاریجایمهره 

 را حساب کنید؟ y,xهای سیاه خارج شده باشد ضریب همبستگی تعداد مهره yهای سفید و تعداد مهره xکنیم، اگر می

 پاسخ 

 : بنابراین ،انتخاب شده گذاریجای به دلیل اینکه روش با 
a

p
a b c

= =
+ +

  P)انتخاب مهره سفید(  1

b
p

a b c
= =

+ +
   P)انتخاب مهره سیاه(  2

c
p

a b c
= =

+ +
   P)انتخاب مهره قرمز(  3

 : کند. بنابراین، یک سه جمله را ایجاد می گذاریجای مهره با  nانتخاب 

( )
( )

ab
Cov X,y p p

a b c
= − = −

+ +
1 2 2

 

 توان نوشت ند، می باشای می توزیع دو جمله  Xو  Yای اینکه توابع چگالی حاشیه   به دلیل



 

 13 استنباط آماری  

( ) ( )

( ) ( )

Var X p p

Var Y p p

= −

= −

1 1

2 2

1

1
 

برابر    yو  x(، ضریب همبستگی  گذاریجای های مختلف )استفاده از روش با  گیری حال با توجه به این مطالب و مستقل بودن نمونه 

 است با: 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

x,y

Cov X,Y p p
Corr X,Y ρ

Var X Var Y p p p p

p p

p p

−
= = =

− −

= −
− −

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1

1 1

 

نواده که کامل نباشد مثال بزنید. ادعاهای خود را های کامل را تعریف کنید. یک خانواده کامل و یک خاخانواده توزیع .16

 ثابت کنید. 

 پاسخ 

T  ،های تولیدشده توسط آمارهه توزیع خانواد T
θp ,θ Θ هرا کامل گوییم اگر برای هر آمار (T)g  که امید ریاضی آن برای هرθ 

 پذیرد، یعنی بگیریم که یقینا این آمار مقدار صفر می  باشد نتیجهصفر می ی  عضو فضای پارامتر

( )( ) ( )( )E g T θ Θ p g T θ Θ=    = =  1 
 مثال برای کامل بودن( 

nXفرض کنید نمونه   ,...,X1    از توزیع پوآسون با پارامترθ    باشد. نشان دهید که خانواده توزیع تولیدشده توسط
n

i

T xi
−

=
1

  

 کامل است. 

( )

( )

n

n

i

i

X ,...,X pos θ θ

T X pos nθ
−



=

1

1

 

از طرفی  
n

i

i

T X
−

=
1

)یک آمار بسنده است. حال اگر برای هر   θبرای    )( )E g T ,θ= آنگاه  ،باشد 

( )( ) ( )
( )

tnθ

i

e nθ
E g T g t

t!

−

=

= = 

)کنیم فرض می  ) ( )
tn

h t g t
t!

 ، آنگاه =

( )

( )

( )t t

t t

h t

n
g t θ h t θ

t i

 

= =


= =  

 θیعنی برای هر  ،صفر باشد h(t)مقدار  tشود که برای هر است و زمانی صفر می θکه این یک سری توانی از 

( ) ( )( )g t t p g T θ Θ=   = =  1 
 ( مثال برای کامل بودن

nXنه  فرض کنید نمو ,...,X1    از توزیع پوآسون با پارامترθ    باشد. نشان دهید که خانواده توزیع تولیدشده توسط
n

i

T xi
−

=
1

  

 کامل است. 
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