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۲ ۳ ۳ ۳ ۲ ۳ ۱۶ ۵.۹٪ 
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ای  برآوردگرهاااااااای ن  اااااااه  -
(UMVUE, MLE, MoM) 

۶ ۷ ۶ ۷ ۶ ۷ ۳۹ ۱۴.۴٪ 

 ٪۱۰.۷ ۲۹ ۴ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ نظریه تصمیم و استنباط بیزی -

 ٪۱۰۰ ۲۷۰ ۴۵ ۴۵ ۴۵ ۴۵ ۴۵ ۴۵ مجموع سوالات سال



 

بناادی سااوار  در  دهد که ساختار و بودجهنشان میهای آزمون بررسی دفترچه تحلیل روندها:.  ۱ های راهبردیگزارش تحلیلی و توصیه

سوال به )اسااتنباط آماااری(    ۱۵سوال به مجموعه )آنالیز، ریاضی و احتمال( و   ۳۰سال از ثبا  بسیار باریی برخوردار بوده است. همواره  ۶این 

اختصاص یافته است. با این حال، در بخش استنباط آماری، گرایش  راحان به سمت سوار  ترکیباای )اساات اده همزمااان از خااواص خااانواده  

ط ه/باسو( و نظریه تصمیم )برآوردگرهای مجاز و مینیماکس در فضاهای پااارامتر مواادود( بااا طااید محیماای در حااال  -نمایی و قضایای لیمن

 افزایش است.

های  ها تسلط م لق داطته باطند عبارتند از: الف( »توزیعترین مباحثی که داو لبان باید بر آنترین و پرسوالمهم  معرفی مباحث کلیدی:. ۲  

(« بااا  MLEو    UMVUEای )خصوصااا   سوال که قلد تپنده بخش احتمال است. ب( »برآوردگرهای ن  ااه ۳۸تو،  و امید ریاضی طر ی« با 

های چندگانااه و قضااایای باارداری« در ریاضاایا  کااه پایااه مواساابا   ترین بخش استنباط آماری است. ج( »انتگرالکنندهسوال که تعیین ۳۹

 دهنداحتمالی را تشکیل می

،  ٪۱۷.۸، ریاضاای  ٪۳۳.۳، اسااتنباط  ٪۳۷.۸زمان م العه خود را متناسد با وزن مباحث )احتمال    های راهبردی برای داوطلبان:توصیه.  ۳. 

هااای ن اا « و »رفتااار مجااانبی توابااع در  های  ورنی، باار »مثالتنظیم کنید. در درس آنالیز ریاضی، به جای درگیری با اثبا (  ٪۱۱.۱آنالیز  

های ژاکااوبین« کلیااد  بررسی همگرایی یکنواخت« تمرکز کنید. در استنباط آماری، تسلط بر »قضیه فاکتوریزاساایون، خااانواده نمااایی و تباادیل

های آماااری )مخصوصااا   . همچنین، ح ظ کردن میانگین و واریانس توزیعبر استهای زمانگیریها بدون نیاز به انتگرال حیی حل سریع تست

 دهد.  زنی را به طد  افزایش میهای طر ی و آمیخته( سرعت تستتوزیع

   



 
 (۱۴۰۵تا  ۱۴۰۰های دکترای آمار )مقدمه تحلیلی بر روند آزمون 

 

بررسی دقیق و موشککفانانه سکک ازم آزمککو   ورود به مقطع دکترای آمار، نیازمند گذار از مطالعه سطحی به درک عمیق و تحلیلی مفاهیم است.  

دهنده یک الگوی مشخص و هدنمند از سوی طراحا  سازما  سنجش است. این تحلیل به  ، نشا (۱۴۰۵تا  ۱۴۰۰دکتری در شش سال اخیر )

 کند تا با یک دید استراتژیک، زما  و انرژی خود را روی مباحثی متمرکز کنید که بیشترین وز  و اهمیت را در آزمو  دارند.شما کمک می

 

 پردازیم:سال می  ۶های مفهومی در س ازم این  در ادامه، به بررسی روند تغییرام، مباحث پرتفرار و چرخش

 

 

 مباحث همواره پرتکرار )هسته سخت آزمون(. ۱

 ها برای مونقیت الزامی است:ای دارند و تسلط بر آ دهد که طراحا  به برخی مباحث وناداری ویژهبررسی س ازم نشا  می

 

 

ای و یفنواخککت دنبالککه توابککعو، »پیوسککتگی یفنواخککتو،  مفاهیمی نظیر »همگرایی نقطککه مبانی آنالیز ریاضی و ریاضی عمومی: •

هککای چندگانککهو، »محاسککبه شککار  های باز و بسته در نضاهای متریو و همچنککین در بخککش ریا ککیام عمککومی، »انتگرال»مجموعه

 های ثابت س ازم هستند.های برداریو و »قضایای گرین، استوکس و دیورژانس گاوسو پایهمیدا 

 

ویژه  ها، »تغییر متغیرها )بککههای متصل به آ (و و توزیعOrder Statisticsهای ترتیبی )س ازم مربوط به »آماره  :۲و  ۱احتمال  •

ای از  هککا )در احتمککال، در توزیککع و ... (و هرسککاله بخککش عمککدههای توأم و شرطیو و »انککواه همگراییهای ژاکوبی(و، »توزیعتبدیل

 دهند.س ازم احتمال را به خود اختصاص می

 

های بسککنده مینیمککال و کامککلو  یانتن »آماره(  ۱شوند عبارتند از:  سه رکن اصلی این بخش که همواره تفرار می  :۱استنباط آماری  •

(  ۳(.  UMVUEاسککتخراب بهتککرین برآوردگککر نااریکک  )( ۲گاه وابسته به پارامتر(. های با تفیههای نمایی و توزیعویژه در خانواده)به

 (.MLEنمایی )های برآورد بیزی و ماکسیمم درستروش

 

 شناختیتغییر تمرکز طراحان؛ از محاسبات مکانیکی به سمت مفاهیم روش. ۲

، شککیفت از سکک ازم صککرناب محاسککباتی بککه سککمت سکک ازم  (۱۴۰۵تککا    ۱۴۰۳های  ویژه در سالهای اخیر )بهیفی از بارزترین تغییرام در آزمو 

 شناختی است:مفهومی، تحلیلی و روش

 

 

  (Decision Theoryنظریهه تمهمیم )ای کلاسیک، به سککمت  تمرکز طراحا  از برآوردهای نقطه  در بخش استنباط آماری: •

(و، »برآوردگرهککای مجککاز  Minimaxسکک ازم متعککددی بککر مفککاهیمی چککو  »برآوردگرهککای مینککیمفس )تغییر جهت داده است. 

(Admissible متمرکز شده(و و تحلیل توابع مخاطره و زیا  )مربع خطا، قدر مطلق خطا و زیا )اند.های وزنی 

 

های اخیر، یانتن  کنند. در سالپذیر اکتفا نمیهای پیوسته و مشتقطراحا  دیگر به طرح س ال از توزیع :MLEتغییر رویکرد در   •

MLE    ای که نیازمند درک عمیق از تابع نشککانگر و توابککع یفنککوا  های دو ابطهو یا توزیع فضاهای پارامتر گسسته و متناهیدر

 هستند، بسیار پررنگ شده است.

 

در بخش احتمال و آنککالیز، اسککتفاده از قضککایای حککدی )ماننککد قضککیه پیوسککتگی، قضککیه   استفاده از ترفندهای حدی و مجانبی: •

 اسلاتسفی و قضایای همگرایی( برای تحلیل رنتار مجانبی متغیرها به یک رویه معمول تبدیل شده است.

 



 های کلیدیبسامد بالای قضایا و شخمیت. ۳

هککا  ها و قضایای برخی از دانشمندا  این عرصه بسامد بسیار بازیی دارنککد کککه داوطلکک  بایککد بککر آ در طراحی س ازم استنباط آماری، دیدگاه

 مسلط باشد:

 

 

، اسککتفاده از ایککن قضککیه در ترکیکک  بککا خککانواده نمککایی و  UMVUEبرای یانتن  (:Lehmann-Schefféشفه )-نظریه لیمن •

 بیت س ازم استنباط است.های بسنده کامل، شاهآماره

 

( بککرای محاسککبه  Ancillaryهککای کمفککی )های بسککنده و آمارهگیری از استقلال آمارهبهره  (:Basu's Theoremقضیه باسو ) •

 های اخیر است.سریع امید ریا ی کسرها، از ترنندهای هوشمندانه طراحا  در سال

 

های  های بسنده که در تحلیل توزیعترین ابزار برای تشخیص آمارهایپایه  (:Neyman Factorizationفاکتوریزاسیون نیمن ) •

 گیرد.پیچیده مورد پرسش قرار می

 

هککای جفریککز بککرای یککانتن  های ناسره و توزیعهای مزدوب، پیشیناستفاده از پیشین  (:Jeffreys( و جفریز )Bayesنظریه بیز ) •

 ( در صدر س ازم استنباط قرار دارد.برآوردگرهای بیزی )میانگین پسین، میانه پسین و ...

 

 گیری و توصیه استراتژیکنتیجه

ها دیگر کارساز نیست. داوطل  مونککق کسککی  دهد که برای مونقیت در آزمو  دکترای آمار، حفظ کرد  نرمولسال گذشته نشا  می  ۶تحلیل  

ها در آنالیز با نظریه احتمال  است که بتواند ارتباط منطقی بین قضایا را درک کند )مثلاب ارتباط نظریه تصمیم با برآورد بیزی، یا ارتباط همگرایی

گاه توزیککعو و  شود در نرآیند مطالعه، به جای درگیری با محاسبام طوزنی، بککر تشککخیص »نککوه مسککرلهو، »شککرایط تفیککهمجانبی(. توصیه می

 شفه(و تمرکز کنید.-»انتخاب قضیه مناس  )مانند باسو یا لیمن

 

   



 
 گفتار پیش

 

   به نام یزدان پاک

 

ی عطفی در مسیر علمی هر پژوهشگر و دانشجویی است کههه مسههتلذا  هه ار ا   ی آمار، نقطه( در رشتهPh.Dورود به مقطع دکترای تخصصی )

. بررسههی دقیههق و  شههخایتی مفههاهیا ریا ههی و آمههاری اسههتهای سطحی و محاسبات مکانیکی به سوی درک عمیق، شهودی و روشیاد یری

 ویای آن  (  ۱۴۰۵تا    ۱۴۰۰ی  سالهی ششویژه با ههای اییر )بهدر سال( ۲۲۳۲ی سؤالات آ مون ورودی دکترای تخصصی آمار )کد موشکافانه

کخخد؛ الگویی که در آن،  یابخده را دنبال میاست که طراحان سا مان سخجش آمو ش کشور، الگویی هدفمخد، سایتاریافته و در عین حال تکامل

یابخد که پیوند مخطقی و تحلیلی میان قضههایای آنههالیذ ریا ههی،  ها دیگر کارسا  نیست و تخها داوطلبانی به موفقیت دست میحفظ کردن فرمول

 ی احتمال و استخباط آماری را به درستی درک کرده باشخد.  حساب دیفرانسیل و انتگرال، نظریه

، به همت  روه مؤلفین انتشارات پردا ش، نه به عخههوان یهه   «۱۴۰۵( آمار Ph.Dهای دکترای تخصصی )»همه سؤالکتاب حا ر با عخوان 

تدوین و مختشر شده است. هدف غایی این   »مرجع جامع آموزشی، تحلیلی و پژوهشی«ی ی  ی سختی و معمولی، بلکه به مثابهنامهپاسخ

 ترین مسیرهای حل مسئله در جلسه آ مون است.  ترین و مطمئنی کوتاهاثر، تجهیذ داوطلبان به دید اه استراتژی ، ارتقای شهود آماری و ارائه

 

 فرد اثرشناسی و ساختار منحصربهروش

ه  در تدوین این مجموعه، هر سؤال ا   وایای  ونا ون کالبدشکافی شده است تا مخاطب با هر سطح ا  آماد ی علمی، بیشترین بهره را ا  مطالع

 ی این کتاب به شرح  یر است:دهخدههای تشکیلببرد. ارکان اصلی و بخش

در بخههش آغهها ین کتههاب،  ههذارش تحلیلههی دقیقههی ا  فراوانههی مو ههوعی سههؤالات   ی راه راهبردیبندی و نقشهتحلیل روندها، بودجه.  ۱

. در ایههن بخههش، و ن دقیههق هههر در   در قالب جداول آماری ارائههه شههده اسههت( ۱۴۰۵تا  ۱۴۰۰های دکترای آمار در شش سال اییر )آ مون

ها  درصد( و ریذِمباحث آن  ۱۱/۱درصد و مبانی آنالیذ ریا ی با  ۱۷/۸درصد، ریا ی عمومی با  ۳۳/۳درصد، استخباط آماری با  ۳۷/۸)احتمال با 

  مجا   برآورد رهای  تصمیا،  ینظریه  سمت  به   رایش  نظیر—های اییرهای مفهومی طراحان در سالمشخص  ردیده است. همچخین، چریش

 یههری ا  قضههایای  ای، و بهرههای دو ههابطه( در فضاهای پارامتر  سسته یا تو یعMLE) نماییدرست ماکسیما برآورد ر یافتن میخیماکس، و

 .  کخد  مدیریت  هوشمخدانه  را  یود  یمطالعه   مان  داوطلب  تا  است  شده  واکاوی  تفصیل  به—حدی و مجانبی

ی تشریحی این کتاب در هر چهار سرفصههل امتحههانی )مبههانی آنههالیذ  نامهپاسخ ی تشریحی پیشرفتهنامهکالبدشکافی چندلایه و پاسخ.  ۲

های  بر اسا  ی  معماری آمو شی نوین طراحی شده و در هر سؤال، لایههه( ۱، و استخباط آماری ۲و  ۱، احتمال ۲و  ۱ریا ی، ریا ی عمومی 

 دهد:  تحلیلی  یر را پوشش می

پیش ا  ورود به محاسبات جبههری، مو ههول اصههلی سههؤال، سههایتار تو یههع، دامخههه    گاه و مرزها:ی مفهومی و تحلیل تکیههسته •

 شود.   اه به پارامترهای مجهول به دقت بررسی میمتغیرها و وابستگی یا عدا وابستگی تکیه

محههور، مفههاهیا انتذاعههی ریا ههی و آمههاری )مانخههد  برای پرهیذ ا  نگاه صههرفاف فرمول  شهود هندسی، درک بصری و شهود آماری: •

های  ها( با بیانی ملمو  و تصویرسهها یهای برداری، و یا تقارن تو یعهای کلوپن در  یرفضا، شار میدانهمگرایی یکخوایت، مجموعه

 اند تا در ذهن یوانخده ماند ار شوند.  هخدسی تبیین شده

حل رسمی و استاندارد ریا ی، در بسههیاری ا  سههؤالات،  ی راهعلاوه بر ارائه گام و رویکردهای جایگزین:بهاثبات محاسباتی گام •

 یری  ههمخی( نیههذ آمههو ش  های تحلیلی جایگذین )مانخد استفاده ا  قضایای ساندویچ، فوبیخی، تغییر متغیر ژاکوبین، یا مشتقروش

 داده شده است.  

فرد ایههن کتههاب، ایجههاد پههل ارتبههاطی میههان  های ممتا  و مخحصربهیکی ا  ویژ ی پیوند مفاهیم پایه با آمار و احتمال پیشرفته: •

کانتلی  -ی  لیونکوها در آمار پیشرفته است. برای نمونه، ارتباط همگرایی یکخوایت با قضیهمباحث ریا یات محض و کاربردهای آن

، ارتباط اعههداد مخههتل  بهها  MCMCهای مختو و الگوریتای پورتو هموارسا ی در ر رسیون لاسو، ارتباط توپولوژی مر ها با قضیه

(، و ارتباط انحخای مخحخی و مههاتریس هسههین بهها اطلاعههات فیشههر و الگههوریتا  ARMAهای  مانی )توابع مشخصه و ایستایی سری

  رادیان صعودی به  یبایی تشریح شده است.  

 



تههرین یطاهههای شههخایتی و محاسههباتی  در هههر مبحههث، رای   های محاسباتی و نقد علمی:های آموزشی، دامکالبدشکافی تله •

 یری در فضاهای  ی آ مون )مانخد یل  تابع کراندار و تفا ل کراندار، اشتباه  رفتن انحخا و شعال انحخا، یا مشتقداوطلبان در جلسه

اند. همچخین، ابهامات تایپی دفترچه یا فروض  مخی  های طراح« برجسته شدهپارامتر  سسته( با عخوان »هشدار محاسباتی« و »تله

سا ی شده  طراحان )نظیر استفاده ا  مقدار اصلی کوشی در تو یع تی با ی  درجه آ ادی( با دید اهی مخصفانه و علمی نقد و شفاف

 است.  

ترین سرمایه است، در  ی آ مون دکتری،  مان طلاییا  آنجا که در جلسه  برهای طلایی و نگاه به آینده:های تستی، میانحلراه •

هههای نقههض اسههتراتژی ، و  ی هوشههمخدانه بهها مثالهههای رد  ذیخهههای(، روشثانیههه ۳۰تا  ۵های حل سریع )پایان هر سؤال، تکخی 

 های آتی )»نگاه به آیخده«( ارائه  ردیده است.  یافته برای حل سؤالات مشابه در سالهای تعمیافرمول

ی مروری« جامع و هدفمخد  در پایان هر ی  ا  چهار بخش اصلی کتاب، ی  »درسخامه  های حل مسئلههای مروری و الگوریتمدرسنامه. ۳

شده در ایتیار  بخدیای و جداول طبقهها و قضایای پرکاربرد آن در  را در قالب کادرهای مقایسهی نکات، فرمول خجانده شده است که عصاره

طراحی شده است    ی آزمون«گام مواجهه با سؤالات در جلسهبه»الگوریتم گامویژه در بخش استخباط آماری، ی   دهد. بهداوطلب قرار می

شفه، باسو، فاکتوریذاسیون نیمن یهها  -آمو د چگونه با اسکن سریع کلمات کلیدی سؤال، در کسری ا  ثانیه میان قضایای لیمنکه به داوطلب می

 های بیذی، ابذار دقیق را انتخاب کخد.  روش

العههاده کههاربردی ایتصههاه یافتههه  ی فوقبخش پایانی کتاب به پخ   میمه  های کاربردی )جعبه ابزار آزمون دکتری(ضمایم و پیوست.  ۴

 ( در رو های مختهی به آ مون را دارد:  Cheat Sheetی مرجع و مرور سریع )است که به تخهایی ار ش ی  کتابچه

های تو یع آماری ) سسته و پیوسته(، شامل تابع چگالی، میانگین، واریانس، تابع مولد  شههتاور  کاتالوگ جامع یانواده  ضمیمه اول: •

 های پیشین مذدوج و پسین متخاظر.  های بسخده و کامل، و تو یعو احتمال، آماره

های بخیههادین احتمههالاتی )مههارک ،  جعبه ابذار قضایای مرجع، شرای  مخظا بودن فیشههر، روابهه  اسههتقلال، نامسههاوی ضمیمه دوم: •

 ها و قضایای حدی )اسلاتسکی و لوی(.  مراتب همگراییچبیش ، یخسن( و سلسله

ی تصمیا، شامل انوال توابع  یان )توان دوا، قدر مطلق، صههفر و یهه ، و نههی و  ماتریس جامع استخباط بیذی و نظریه ضمیمه سوم: •

LINEX  .برآورد رهای بیذی متخاظر، ریس  پسین و قواعد میخیماکس و پ یرفتگی ،) 

های مختصههات  های یاه و ویژه ) اما، بتا،  اوسی، فرولانی و دیریکله( به همراه تبههدیلات دسههتگاهجدول انتگرال ضمیمه چهارم: •

 ها.  ای و کروی( و دترمیخان ژاکوبین آن)قطبی، استوانه

هههای نقههض اسههتاندارد  بخدی رواب  توپولوژی  در فضاهای متری ، شامل رواب  شمول قطعی و مثاللیست ردهچ  ضمیمه پنجم: •

 برای عملگرهای درون، بستار، مر  و مجموعه مشتق.  

برای تکمیل غخای علمی اثر و آشخایی کامل داوطلبههان بهها   ( و فهرست منابعGlossaryدانشنامه و فرهنگ جامع واژگان تخصصی ).  ۵

هههای دقیههق انگلیسههی، تعریهه  علمههی، فرمههول  ی آمار، »فرهخگ جامع اصطلاحات و واژ ان تخصصی« به همراه معادلالمللی رشتهادبیات بین

ی امتحانی تدوین شده است. در نهایت، فهرست کامل مخابع رسمی دانشگاهی به دو  بان فارسی و  ها در چهار حو هشایص و کاربرد تستی آن

،  را ،  فلههر،  هههاگ و کریههگ،  لمههان،  کاسههلا و بر ههرو مخطبق بر کتب مرجع کلاسی  همچههون    APAالمللی  انگلیسی )بر اسا  استاندارد بین

 تر باشد.  ( درج  ردیده است تا راهخمای پژوهشگران برای مطالعات عمیقتوما و    استوارت،  آپوستل،  رودین

 ی پایانی به داوطلبان گرامیتوصیه

برداری حداکثری ا  این کتاب، ابتدا »مقدمه تحلیلی و  ذارش راهبردی« را مطالعه فرمایید تا دیدی کلان نسبت به  کخیا برای بهرهپیشخهاد می

ی تشههریحی را نههه  نامهدار به سؤالات پاسخ دهید و پس ا  آن، پاسخسایتار آ مون پیدا کخید. سپس در هر در ، ابتدا یودتان به صورت  مان

.  بر« به دقت بررسی کخیههدهای میانی درست، بلکه برای آمویتن »شهود حل مسئله«، »پیوندهای مفهومی« و »تکخی فق  برای یافتن  ذیخه

 ی آ مون به شکل چشمگیری تضمین یواهد کرد.  ها و  مایا پایانی کتاب، تسل  و سرعت عمل شما را در جلسهمرور مستمر جداول درسخامه

 روه مؤلفین انتشارات پردا ش امیدوار است که این اثر ماند ار،  امی استوار در جهت اعتلای دانش آمههار در کشههور بههوده و مسههیر ورود شههما  

نظران و دانشجویان ارجمخد تقا ا داریا ما را  ترین مقطع تحصیلی دانشگاهی هموار سا د. ا  تمامی اساتید، صاحبفرهیختگان  رامی را به عالی

 بهره نگ ارند.  های آتی بیی یود برای ارتقای هرچه بیشتر چاپها و پیشخهادهای سا ندها  دید اه

 

   پردازشگروه مؤلفین   با آرزوی موفقیت و کامیابی روزافزون
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 ، آنگاه کبام مورد درست است؟ =

۱  )f    وg   .پیوسته هستند 

۲  )f    وg   .ناپیوسته هستند 
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 پذیر است.  ای به یک تابع مشتق ( همگرای نقطه ۲

 همگرای یکنواخت به یک تابع پیوسته است. (  ۳
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۱  )f    وg   .پیوسته یکنواخت نیستند 

۲  )f    وg   .پیوسته یکنواخت هستند 

۳  )f   ولی    ، پیوسته یکنواخت استg   پیوسته یکنواخت نیست . 

۴  )f   ولی    ، پیوسته یکنواخت نیستg   .پیوسته یکنواخت است 

A( یک فضای متریک و  X,dاگر )  . 4 X آنگاه کبام مورد درست است؟ ، 

۱  )(A) (A)    ۲  )(A) (A )   

۳  )(A ) (A )     ۴  )(A ) (A )   

فرض کنیب   . 5 2 3 7Y , ( , )=   . زیرمجموع    کبام  Y    در فضای متریک( )Y,  ، ه   از و ه   ست  است؟ .
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  پاسخ تشریحی

وابع و تأثیر آن بر ویژگی »پیوستتتگی« تتتابع ستتد استتت. بتترای بررستتی  ای« دنباله تموضوع اصلی این سؤال، بررسی »همگرایی نقطه

 ای به دست آوریم.را با محاسبه سد نقطه  و    پیوستگی توابع سد، باید ضابطه توابع  

باشتتد، ستتد    در این بازه دوگانه استتت. اگتتر   کنیم. رفتار سد تابع بررسی می را در بازه  ابتدا تابع 

 باشد، سد آن برابر یک است. بنابراین:  برابر صفر است، و اگر    

 
برابتتر   دارای پرش )ناپیوستگی( است؛ زیرا ستتد  تت  آن در  در نقطه  شود، تابع طور که مشاهده میهمان

 صفر و مقدار تابع برابر یک است.

دانیم که مقدار کسینوس در این بتتازه متبتتت و  است، می پردازیم. با توجه به اینکه می سال به بررسی تابع 

یک مقدار کراندار بین صتتفر و   در این بازه،  . بنابراین، برای هر سداکتر برابر یک است، یعنی  

نهایت میل کند، ساصل سد برای تمامی نقاط بتتازه برابتتر صتتفر  به سمت بی  تقسیم شود و    یک است. وقتی این مقدار کراندار بر 

 خواهد بود:

 
  ناپیوستتته و تتتابع    پیوستتته استتت. در نتیتتته، تتتابع   ازه یک تابع ثابت و برابر صفر است که در سراسر ب تابع سد 

 پیوسته است.
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 شهود هنبسی و درک  صری 

شتتود، نمتتودار تتتابع در بتتازه  بزرگتتتر می  ، هر تته  برای درک بهتر، نمودار این توابع را در ذهن تصویرسازی کنید. در مورد  

ای در  ، نمودار همواره به نقطهانتهای بازه یعنی   شود، اما در نقطهها )مقدار صفر( فشرده میبیشتر به سمت محور    

و ایتاد یک صخره    میخکوب شده است. این کشیدگی در نهایت باعث »پاره شدن« نمودار در نقطه    نزدیکی ارتفاع  

، مخرج کسر به سرعت رشد کرده و کل نمودار تتتابع را ماننتتد یتتک پتتتوی ستتنگین بتته طتتور  شود. اما در مورد عمودی می

 دهد. سباند، لذا هیچ شکستگی یا پارگی در تابع نهایی رخ نمیها )ارتفاع صفر( مییکنواخت به سطح محور  

 پیونب مفاهی  آنالیز  ا آمار و احتمال پیشرفت  

ای« دارد  صتترفا» »همگرایتتی نقطتته  قلب تپنده استنباط متانبی در آمار دکتری است. تابع   و  درک تفاوت بین رفتار توابع 

به دلیل وجود    )معادل تقربی همگرایی در استمال(، اما به دلیل ناپیوستگی تابع سد، همگرایی آن »یکنواخت« نیست. در مقابل،  

(، به طور یکنواخت به صفر همگراست. ایتتن دقیقتتا» همتتان مفهتتومی استتت کتته در ق تتیه اساستتی  )یعنی  کران بالای مستقل از 

( نتته  ECDFکنیم تتتابع توزیتتع تتربتتی )شود، جایی که ثابت میدر آمار استفاده می  (Glivenko-Cantelliکانتلی )-گلیونکو

شتتود و پیوستتتگی را در ستتد  به تابع توزیع واقعی جامعه همگرا می (Uniformly) یکنواختای، بلکه به طور تنها به صورت نقطه

 کند.سفظ می
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  نکات تکمیلی

کنند »اگر اع ای یک دنباله توابع پیوسته باشتتند، تتتابع  های مفهومی برای دانشتویان این است که تصور میترین تلهیکی از مهلک

ای و کاملا»  همگی  ندجمله فهمی دست گذاشته است. توابع ها نیز ستما» پیوسته است«. سؤال دقیقا» روی همین کجسد آن

ناپیوسته است. شرط لازم و کافی برای انتقتتال پیوستتتگی از دنبالتته توابتتع بتته تتتابع ستتد،   ها پیوسته هستند، اما تابع سد آن

 دارای آن است.  فاقد آن، اما تابع    است که تابع    (iform ConvergenceUnهمگرایی یکنواخت )برقراری شرط  

  و  ای تا ع  نبی مقایس کادر جمع

 gn(x)دنبال  تا ع  fn(x)دنبال  تا ع  ویژگی مورد  ررسی 

 )برای تمام نقاط بازه(    ( )برای    ( و  )برای     ضا ط  تا ع حب 

 ای و یکنواخت همگرایی نقطه  ای صرفا» همگرایی نقطه  نوع همگرایی    تا ع حب 

 پیوسته در سراسر   ناپیوسته در   وضعیت پیوستگی تا ع حب 

 سفظ شده است  نقض شده است )تله آموزشی(  نهایت     ی  انتقال پیوستگی از  

  راه حل تستی

، فورا» باید به یاد رفتار دوگانه و ناپیوستگی آن در نقتتاط  در بازه  در آزمون دکتری زمان طلاست. به محض دیدن ساختار 

مقتتدار   شود، در سالی که برای می برابر  ، مقدار تابع ( بیفتید. با جایگذاری سریع مرزی )به ویژه  

ای  بتتر(. ۳و  ۱های ناپیوسته است )رد گزینتته دهد ای نشان میثانیه ۵کند. همین محاسبه ذهنی نهایت به صفر میل میآن در بی

شتتود کتته  نهایتتت صتتفر میدهد کل تابع در بیدر مخرج یک کسر با صورت کراندار، تیر خلاص است و نشان می ، س ور تابع 

 رسید.می  ۴ثانیه به گزینه    ۱۵بدیهی است صفر یک تابع ثابت و پیوسته است. با این روش در کمتر از  

 (۳گزین   .2

  پاسخ تشریحی

ای در برابر یکنواخت( یک دنباله از توابع هموار به یک تابع غیرهموار و بررستتی  موضوع اصلی این سؤال، بررسی نوع همگرایی )نقطه

 های توپولوژیک )مانند پیوستگی( در فرآیند سدگیری است.سفظ ویژگی

 کنیم:محاسبه می  برای دنباله توابع    را با میل دادن    ای  ابتدا تابع سد نقطه

 
 کنیم:را بررسی می  های تابع سد  سال ویژگی

(، مقدار تابع به  نهایت )متلا» در نقاط  به سمت بی  کراندار نیست، زیرا با میل کردن   این تابع روی  کرانباری الف( 

 مردود است.  ۱کند. پس گزینه  یل مینهایت مبی

پذیر نیستتت. بتته  دهتتد( مشتتتقهای درون قدر مطلق )جایی که عبارت تغییر علامت میتابع قدر مطلق در ریشه  پذیری مشتقب(  

 نیز مردود است.  ۲(. پس گزینه  مشتق    و راست متفاوت است )  عنوان متال در نقطه  

بررسی کنیم.    برای بررسی همگرایی یکنواخت، باید سوپرمم اختلاف تابع سد و دنباله توابع را روی کل دامنه    نوع همگرایی پ(  

 با استفاده از اتحاد مزدوج داریم:
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مقتتدار  کمتتترین  برای یافتن بیشترین مقدار این کسر )سوپرمم(، باید مخرج سداقل شود. مخرج در نقاطی کتته 

 گیرد. بنابراین:را می  خود یعنی 

 

  است.    یکنواختگیریم که همگرایی این دنباله توابع  ، نتیته میاز آنتایی که 

 شهود هنبسی و درک  صری  

اش پیوسته در سال افزایش است، اما در نقاط برخورد با محور  نموداری شبیه به موجی دارد که دامنه تابع 

، دقیقتتا» ماننتتد یتتک  شکل( است. دنباله توابتتع  Vهای تیز )نقاط بازگشتی ( دارای شکستگیها )متل  

شتتود،  بزرگتتتر می  کند. هر ه  های بسیار ظریف )شبیه به هذلولی( گرد و هموار میسمباده عمل کرده و این نقاط تیز را با منحنی

و منحنی   ار شوند.  ون بیشترین فاصله عمودی بین منحنی هموتر میتر شده و به نقاط تیز اصلی نزدیکها تنگاین گردشدگی

است، این شکاف در سراسر محتتور اعتتداد سقیقتتی بتته طتتور یکپار تته و    دهد و برابر با  دقیقا» در همان نوک نقاط تیز رخ می تیز 

 شود )همگرایی یکنواخت(.هماهنگ بسته می

 پیونب مفاهی  آنالیز  ا آمار و احتمال پیشرفت  )ویژه دکتری آمار( 

رگرس یون سس و و    (Robust Statisticsسازی در آمار استوار ) هین های  سازی بسیار عالی از تکنیکاین سؤال یک شبیه

(Lasso Regression)  ( است. در آمار، اغلب با توابع زیانLoss Functionsروبرو می )پذیر نیستتتند )ماننتتد  شویم که مشتتتق

شود و تابع  ( استفاده میSmoothingهای هموارسازی )برای سل تحلیلی و کامپیوتری این توابع، از تکنیک (.خطای قدر مطلق  

کند که این تقریب هموارساز، به طتتور  کنند. این سؤال به یک دانشتوی دکتری آمار اثبات میجایگزین می را با  

 Asymptotic Properties ofشتتود و در نتیتتته ختتواص متتتانبی برآوردگرهتتا )بتته تتتابع زیتتان اصتتلی همگتترا می  یکنواخ ت

Estimatorsسازی دستخوش تغییر و ناپایداری نخواهد شد.( در فرآیند بهینه 

  نکات تکمیلی

و »تفاضل کراندار« است. دامنتته ایتتن تتتابع اعتتداد    یک تله بسیار رایج برای دانشتویان در این مبحث، خلط دو مفهوم »تابع کراندار«

کنند که همگرایی  کران است. بسیاری از داوطلبان به اشتباه تصور میکران( است و خود تابع سد نیز بی)یک متموعه بی سقیقی 

فهمی بزرگ است. ق یه همگرایی یکنواختتت  کران برای توابعی که کراندار نیستند، محال است! این یک کجهای بییکنواخت در بازه

به صفر    )یعنی خطای تقریب( باید به طور یکنواخت و مستقل از    و    بین   تفاضلشرطی روی کرانداری خود تابع ندارد، بلکه 

 به زیبایی این اتفاق رخ داده است.  میل کند، که در اینتا با کران  
 

 

 

 

 



 

15 

 «مبانی آنالیز ریاضیپاسخ نامه »

 های همگرایی ای ویژگی نبی مقایس کادر جمع

 گیری توپولوژیک نتیج  f(x)و تا ع حب  fn(x)رفتار در دنبال   مشخص  تحلیلی 

 (ای ) تا ع حب نقط 
استخراج رادیکال و تولید تابع قدر مطلق:  

 
 پذیر تولید تابعی پیوسته اما غیرمشتق 

 (۱رد کرانداری تابع )رد گزینه   نهایت نوسان با دامنه فزاینده به سمت بی (نهایت ) رفتار در  ی 

 پذیرند کاملا» هموار و مشتق   توابع   هاپذیری در ریش  مشتق
ناپذیر است )رد گزینه ها مشتقدر ریشه  تابع سد  

۲) 

نرخ خطای تقریب  

 در تمام دامنه  سداکتر برابر با    خطای ()
وابستگی خطا به دامنه سذف شده است )اثبات  

 همگرایی یکنواخت( 

  ر تستی( )میان راه حل تستی

، بدانید که این یک »هموارساز  در کنکور، زمان برای محاسبه سد سوپرمم وجود ندارد. به محض دیدن ساختار معروف  

شتتود. بتتا جایگتتذاری  محاستتبه می  ای تتتابع در کستتری از ثانیتته برابتتر  استتت. ستتد نقطتته  یکنواختتت« بتترای تتتابع  

  خورد(. به دلیل وجود قدر مطلتتق، در  خط می ۱رود )پس گزینه نهایت میشوید تابع تا بیمتوجه می 

( استتت،  )در اینتتتا    همواره کو کتر یا مستتاوی    و    خورد(.  ون اختلاف  خط می ۲تیز است )پس گزینه نوک

 ثانیه زمان نیاز دارد.  ۲۰تنها    ۳همگرایی ستما» یکنواخت است. با این تحلیل  شمی، رسیدن به گزینه  

 (۲گزین   .3

  پاسخ تشریحی

بر اساس ق تتایای استتتاندارد کرانتتداری    باز  روی دامنه نیمه  و    مبانی اولیه بررسی پیوستگی یکنواخت توابع 

 :گردد. با عبور از محاسبات خطی و تعاریف میانی  نهایت تأیید میمشتق )شرط لیپشیتس( و وجود سد متناهی در بی

رسیم: پیوستتتگی در  نهایت پردازش شده و مستقیما» به نتیته نهایی می، رفتار تابع در متاورت مبدأ و بیبرای تابع  

 کند.نهایت، شرط پیوستگی یکنواخت را ت مین میکانتور( در ترکیب با مشتق کراندار در بی-فشرده اولیه )ق یه هاینهبازه  

 گیرد:نهایت صورت می، پیوستگی اولیه و محاسبه مستقیم سد در بیبرای تابع  

 
 شهود هنبسی و درک  صری 

پس از    نهایت در فواصل دور از مبدأ است. شیب نمودار رادیکالی  بیهای  رفتار این توابع فاقد هرگونه نوسان وسشیانه یا شیب

به دلیتتل س تتور مختترج ستتهموی قدرتمنتتد، بتته   گردد. در مقابل، منحنی جدا شدن از مبدأ، بلافاصله مهار شده و هموار می

 نهایت است.شود. این آرامش متانبی، ضامن سفظ پیوستگی یکنواخت در بیسرعت سرکوب شده و به محور افقی مماس می

 پیونب مفاهی  آنالیز  ا آمار و احتمال پیشرفت  )ویژه دکتری آمار( 

  شتتوند. تتتابع هتتا ظتتاهر میاین ساختارهای تحلیلی مستقیما» در زیربنای نظریتته فرآینتتدهای تصتتادفی ارگودیتتک و مارتینگل

( را در اثبات ق تتایای ستتد  Rapidly decaying characteristic functionsافت سریع )  های بنیادین توابع مشخصه باویژگی

Variance-های تتبیتتت واریتتانس )در تکنیک گذارد، در سالی که تبدیلات هموار و یکنواخت مشابه مرکزی به نمایش می

stabilizing transformations.کاربرد قطعی دارند ) 
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  نکات تکمیلی

با وجود رشد    فرض رایج داوطلبان مبنی بر الزام کرانداری تابع برای برخورداری از پیوستگی یکنواخت، کاملا» باطل است. تابع  

داری مطلق مقادیر  ت متانبی است، نه کراننهایت، کاملا» پیوسته یکنواخت است. معیار نهایی، کنترل نرخ تغییراکران به سمت بیبی

 تابع.

 ای وضعیت پیوستگی یکنواخت  نبی مقایس کادر جمع

 g(x)=۱+x۲sinxرفتار تا ع   f(x)=xرفتار تا ع  مؤلف  ارزیا ی 

 پارامترها تأیید شد پارامترها تأیید شد وضعیت پردازش اولی  

 کراندار با سد صفر  کران اما مهارشده بی ( تحلیل مجانبی ) 

 پیوسته یکنواخت است  پیوسته یکنواخت است  گیری نهایی توپولوژیک نتیج 

  راه حل تستی

نهایتتت دارای مشتتتق کرانتتدار هستتتند )نظیتتر توابتتع  بر طلایی است. توابعی کتته در بیس ور ساختارهای کلاسیک ریاضی یک میان

گیرند. اعمال ایتتن  نهایت متانب افقی دارند، بلادرنگ در دسته توابع پیوسته یکنواخت قرار میای که در بیپیوستهرادیکالی( و توابع 

 سازد.رهنمون می  ۲گونه محاسبات جانبی، ما را به گزینه  قانون در کسری از ثانیه، بدون هیچ

 (۱گزین   .4

  پاسخ تشریحی

ی متریتتک  ای توپولوژی )مرز، بستار، درون و متموعه مشتق( در یک ف اموضوع اصلی این سؤال، بررسی روابط بین عملگرهای پایه

 کنیم.است. برای اثبات درستی گزینه اول، به تعاریف دقیق توپولوژیک رجوع می

 .برابر است با تفاضل درون آن از بستار آن:    طبق تعریف، مرز یک متموعه  

 در تعریف مرز، خواهیم داشت:  را محاسبه کنیم. با جایگذاری    ، یعنی  خواهیم مرزِ بستار  سال می

 

 شود:(، رابطه بالا به شکل زیر ساده میاز آنتایی که بستارِ یک متموعه بسته، با خود آن متموعه برابر است )

 
طتترف ایتتن رابطتته عملگتتر درون   (. اگتتر از هتتر دودانیم که هر متموعه زیرمتموعه بستار خویش است )از سوی دیگر، می

(Interiorرا بگیریم، رابطه زیرمتموعه بودن سفظ می )  :شود. 

 دهد. بنابراین:های بزرگتر، نتیته کو کتری میها، تفاضل نسبت به زیرمتموعهدر نظریه متموعه

 

 برقرار است.  شود که همواره  است. بنابراین اثبات می  سمت راست این رابطه دقیقا» تعریف  

A A A =   

(A) A (A) A (A)  = =  

A (A) A (A) A A A      =  

 شهود هنبسی و درک  صری 

را مانند یک جزیره در نظر بگیرید که برخی از سواسل آن شنی )نقاط مرزی موجود در متموعه( و برخی دیگر بتتاتلاقی   متموعه 

(، تمام این سواسل را تتبیت کرده و جزیتتره را بتته یتتک  و غیرقابل دسترس )نقاط مرزی خارج از متموعه( هستند. عملگر بستار )
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